1
5

ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ   ΑΡΙΘΜΟΙ

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ-ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ
1. Ασκήσεις στις οποίες μας ζητάνε να θέσουμε ένα μιγαδικό στην κανονική του μορφή  χ+ψi    με χ, ψ

 R .                                                                                                                        Εκτελούμε τις σημειωμένες πράξεις στηριζόμενοι στις ιδιότητες των πράξεων στο σύνολο C .               Αν οι πράξεις οδηγήσουν στη μορφή 
[image: image57.png]


  όπου α,β,γ,δ 

 R τότε πολλαπλασιάζουμε αριθμητή , παρονομαστή με τον συζυγή του παρονομαστή δηλαδή με τον γ - δi .                             Το γινόμενο συζυγών ισούται με το άθροισμα τετραγώνων του πραγματικού και του φανταστικού μέρους του δηλαδή 
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2. Ασκήσεις στις οποίες μας ζητάνε να δείξουμε ότι ένας αριθμός  z  είναι πραγματικός ή τις συνθήκες για να είναι πραγματικός. 

a. Θέτουμε τον z στην κανονική του μορφή οπότε z

R  

  Im(z)=0 .

b. Δείχνουμε (ή απαιτούμε να ισχύει ) ότι 
[image: image3.wmf]zz
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 .        
c. Δείχνουμε ότι ο z είναι άθροισμα ή γινόμενο δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών.
d. Δείχνουμε ότι  z2 = 
[image: image4.wmf]2

z

(χρειάζεται απόδειξη)
3. Ασκήσεις στις οποίες μας ζητάνε να δείξουμε ότι ένας αριθμός  z  είναι φανταστικός ή τις συνθήκες για να είναι φανταστικός . 
a. Θέτουμε τον  z  στην κανονική μορφή οπότε:  z

 I  

 Re(z)=0 (όπου Ι το σύνολο των φανταστικών αριθμών).

b. Δείχνουμε (ή απαιτούμε να ισχύει ) ότι
[image: image5.wmf]zz

=-

. 
c. Δείχνουμε ότι είναι διαφορά δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών.

d. Δείχνουμε ότι z2 < 0 

4. Ασκήσεις στις οποίες μας ζητάνε να δείξουμε ότι δύο μιγαδικοί είναι ίσοι ή τις συνθήκες ώστε να είναι ίσοι .                                                                                                                            Θέτοντας τους μιγαδικούς  z1 , z2 στην κανονική τους μορφή έχουμε:                       
                          z1= z2   

  Re(z1)=Re(z2)  και  Im(z1)=Im(z2) .                                                                               Επίσης z = 0 

 Re(z) = Im(z) = 0. 
5. Ασκήσεις στις οποίες μας ζητείται ο υπολογισμός ακέραιων δυνάμεων του i ή παραστάσεων που περιέχουν ακέραιες δυνάμεις του i.                                                                         Για τον υπολογισμό δύναμης της μορφής  iρ , ρ

 Ζ γράφουμε τον ρ στην μορφή:                                 
ρ=4κ+υ όπου υ=0,1,2,3 και iρ=i4κ+υ= iυ 
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                                                       Χρήσιμοι είναι οι τύποι 
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 για το άθροισμα ν πρώτων όρων αριθμητικής και γεωμετρικής προόδου αντίστοιχα.                                            Χρήσιμα                                                                                                                                      
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                                                                                                                               Προσοχή                                                                                                                                          Οι δυνάμεις στους μιγαδικούς αριθμούς γενικά (και όχι μονο στο i) ορίζονται μόνο όταν οι εκθέτες είναι ακέραιοι. Με την προϋπόθεση αυτή εφαρμόζονται και όλες οι γνωστές ιδιότητες των δυνάμεων
6. Ασκήσεις στις οποίες  μας ζητάνε να δείξουμε ότι δύο μιγαδικοί z1 , z2 είναι συζυγείς ή τις συνθήκες για να είναι συζυγείς .                                                                                              Θέτουμε τους μιγαδικούς z1 , z2 στη κανονική τους μορφή οπότε:  

      z1 , z2 συζυγείς 

 Re(z1)=Re(z2) και  Im(z1)+ Im(z2)=0

7. Επίλυση εξισώσεων-συστημάτων στο σύνολο C.
a. Τα συστήματα λύνονται με τις ίδιες μεθόδους  που χρησιμοποιούμε για τα συστήματα εξισώσεων πραγματικών αριθμών δηλαδή με τη μέθοδο των αντιθέτων συντελεστών, της αντικατάστασης και των οριζουσών.
b. Οι εξισώσεις λύνονται και αυτές  όπως και οι αντίστοιχες στους πραγματικούς αριθμούς.                                                                                                                          Ειδικότερα για τις πολυωνυμικές εξισώσεις θα ξέρουμε ότι αν έχουν πραγματικούς συντελεστές τότε οι μιγαδικές ρίζες τους θα είναι συζυγείς , δηλαδή μία πολυωνυμική εξίσωση με πραγματικούς συντελεστές αποκλείεται να έχει μόνο  μια μιγαδική ρίζα , θα έχει 0 , 2 , 4 , 6 κ.ο.κ. μιγαδικές ρίζες οι οποίες θα είναι ανά δύο συζυγείς.
c. Αν η εξίσωση περιέχει τον z  και τον συζυγή του 
[image: image13.wmf]z

 τότε γράφουμε z = x + ψi  και βρίσκουμε τα χ και ψ 
d. Χρήσιμες σχέσεις:  
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 όπου z =
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e. Η δευτεροβάθμια εξίσωση αz2 + βz + γ = 0 με α, β, γ πραγματικούς, έχει δυο συζυγείς μιγαδικές ρίζες όταν Δ < 0,  τις 
[image: image18.wmf]1,2
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.                                                               Ισχύουν οι τύποι  του Vieta δηλαδή 
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f. Αν η ρίζα μιας δευτεροβάθμιας εξίσωσης με πραγματικούς συντελεστές είναι ο μιγαδικός κ+λi τότε η άλλη ρίζα είναι ο κ - λi                                        
ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ
Έστω  z = x+ψi, με χ, ψ 
[image: image21.wmf]R
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, μέτρο του z  είναι ο αριθμός  
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.  Όταν ο μιγαδικός  z είναι πραγματικός τότε το μέτρο του είναι η απόλυτη τιμή του πραγματικού.

 Γεωμετρική ερμηνεία.

Αν  Μ είναι η εικόνα του  z  στο μιγαδικό τότε   
[image: image24.wmf]z
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  όπου  Ο  η αρχή των αξόνων. Δηλαδή το μέτρο ενός μιγαδικού είναι η απόσταση της εικόνας του, στο μιγαδικό επίπεδο, από την αρχή των αξόνων.
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ.
1. Ασκήσεις στις  οποίες ζητείται το μέτρο μιγαδικού  ή παράστασης μιγαδικών.   

a. Θέτουμε τον μιγαδικό ή την παράσταση στη μορφή α + βi οπότε το μέτρο του είναι:                
[image: image26.wmf]2
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b. Εφαρμόζουμε τις ιδιότητες του μέτρου: 
[image: image27.wmf]=====-
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2. Ασκήσεις  που αφορούν εξισώσεις-ανισώσεις με μέτρα μιγαδικών. 

a. Αν z

C ο άγνωστος ,θέτουμε z = x+ψi και καταλήγουμε σε άρρητες εξισώσεις- ανισώσεις στο R από όπου προσδιορίζουμε τους χ , ψ.
b. Υψώνουμε στο τετράγωνο ή γενικότερα σε άρτια δύναμη και χρησιμοποιούμε την ιδιότητα  
[image: image28.wmf]2
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c. Λύνουμε τις εξισώσεις- ανισώσεις με την βοήθεια της γεωμετρικής ερμηνείας του μέτρου.

Παρατηρήσεις

1.Η ιδιότητα   
[image: image29.wmf]2
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   χρησιμοποιείται σε πάρα πολλές ασκήσεις για απόδειξη ισοτήτων ή

  ανισοτήτων με μέτρα.

2.Αν ένας μιγαδικός έχει μέτρο 1 τότε, ο συζυγής του ισούται με τον αντίστροφο του δηλ.   
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   γενικότερα αν
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Μιγαδικοί και εξισώσεις γραμμών

Να θυμίσουμε ότι το μέτρο της διαφοράς δυο μιγαδικών είναι η απόσταση των εικόνων τους στο μιγαδικό επίπεδο. 

Δηλαδή αν Μ, Ν είναι οι εικόνες των μιγαδικών z και w τότε:[image: image1.wmf]δi
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    |z – w| = (MN) 
1. Μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος
Ένα σημείο Μ ανήκει στη μεσοκάθετο του ευθύγραμμου 

τμήματος ΑΒ αν και μόνο αν το Μ ισαπέχει από τα άκρα

Α και Β δηλαδή αν (ΜΑ) = (ΜΒ).

Αν τα Α, Β είναι οι εικόνες των μιγαδικών z1, z2 και Μ είναι 

η εικόνα του μιγαδικού z,  τότε η εξίσωση:     |z – z1| = |z – z2|
 παριστάνει τη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα Α(z1) και Β(z2). 

[image: image48.emf]ρ2
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2. Κύκλος

α) με κέντρο Ο(0, 0) και ακτίνα ρ

    Αν Μ η εικόνα του z στο μιγαδικό επίπεδο και ρ>0 

    τότε η εξίσωση:[image: image49.emf]ε
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          |z| = ρ
    παριστάνει κύκλο με κέντρο το Ο(0, 0) και ακτίνα ρ. 

β) με κέντρο Κ (χ0, ψ0) και ακτίνα ρ
   Αν Μ, Κ οι εικόνες των μιγαδικών z = χ + iψ και  

   z0= χ0 + iψ0 αντίστοιχα, στο μιγαδικό επίπεδο 

   τότε η εξίσωση:          |z – z0| = ρ,   ρ > 0
   παριστάνει κύκλο με κέντρο το Κ(χ0, ψ0) και ακτίνα ρ.
3. Έλλειψη

[image: image50.emf]Α(z1)
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Ορισμός: Έλλειψη με εστίες Ε΄ και Ε ονομάζουμε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου που το άθροισμα των αποστάσεων τους από τις εστίες είναι σταθερό και μεγαλύτερο από την απόσταση (Ε΄Ε) δηλαδή (ΜΕ΄) + (ΜΕ) = 2α όπου 2α > (ΕΈ) = 2γ.

Στους μιγαδικούς, αν Μ, Ε΄, Ε είναι οι εικόνες των μιγαδικών 

z = χ + iψ, z1 = χ1 + iψ1 και z2 = χ2 + iψ2 αντίστοιχα 

στο μιγαδικό επίπεδο, τότε η εξίσωση: 

|z – z1| + |z – z2| = 2α,  α> 0

παριστάνει έλλειψη με εστίες τις εικόνες των z1, z2 αρκεί 2α > |z1 – z2| 

4. Υπερβολή
[image: image51.emf]ε
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Ορισμός: Υπερβολή με εστίες Ε΄ και Ε ονομάζουμε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου που η απόλυτη τιμή της διαφοράς των αποστάσεων τους από τις εστίες  είναι σταθερή και μικρότερη της απόστασης (ΕΈ) δηλαδή:                    

| (ΜΕ΄) – (ΜΕ) | = 2α  όπου 2α <(ΕΈ)

Στους μιγαδικούς, αν Μ, Ε΄, Ε είναι οι εικόνες των μιγαδικών 

z = χ + iψ, z1 = χ1 + iψ1 και z2 = χ2 + iψ2 αντίστοιχα 

στο μιγαδικό επίπεδο, τότε η εξίσωση: 
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,  α> 0

παριστάνει υπερβολή με εστίες τις εικόνες των z1, z2 αρκεί 2α < |z1 – z2| 

[image: image52.emf]Α
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Μέγιστο - ελάχιστο μέτρο και γεωμετρικοί τόποι
1. Αν η εικόνα Μ ενός μιγαδικού z διατρέχει μια ευθεία (ε) τότε                                                                   η ελάχιστη τιμή του μέτρου του είναι η απόσταση                                                                             της αρχής των αξόνων από την ευθεία  δηλαδή                                                                                     min |z| = d(O, ε) = (ΟΜ)
2. [image: image53.emf]Α
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Αν η εικόνα Μ ενός μιγαδικού z διατρέχει μια ευθεία (ε)                                                                      και Μ1 είναι η εικόνα ενός σταθερού μιγαδικού z1 τότε                                                                  η ελάχιστη τιμή του μέτρου της διαφοράς τους ( |z – z1| )                                                                        είναι η απόσταση του Μ1 από την ευθεία (ε)                                                                                δηλαδή min|z – z1|=d(M1, ε) 
[image: image54.png]aA
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3. Αν η εικόνα  ενός μιγαδικού z διατρέχει ένα κύκλο με κέντρο Κ και ακτίνα ρ, τότε η ευθεία ΟΚ τέμνει τον κύκλο σε δυο σημεία Α και Β που είναι οι εικόνες των μιγαδικών του κύκλου με το ελάχιστο και το μέγιστο μέτρο αντίστοιχα δηλαδή                         min|z| = (OA) = |(ΟΚ) – ρ| και max|z| = (OB) = (OK) + ρ 
4. [image: image55.png]


Αν η εικόνα ενός μιγαδικού z διατρέχει ένα κύκλο με κέντρο Κ και ακτίνα ρ και Μ1 είναι η εικόνα ενός σταθερού μιγαδικού z1, τότε η ευθεία Μ1Κ τέμνει τον κύκλο σε δυο σημεία Α και Β που είναι οι εικόνες των μιγαδικών του κύκλου που απέχουν την ελάχιστη και την μέγιστη απόσταση από την εικόνα M1 του z1 δηλαδή                                                                              min|z – z1| = (Μ1Α) = |(ΚΜ1) – ρ|    και   ax|z – z1| = (M1B) = (KM1) + ρ
5. Αν οι εικόνες δυο μιγαδικών z1, z2 ανήκουν στον ίδιο κύκλο ακτίνας ρ τότε                                 max|z1 – z2| = 2ρ και γενικά |z1 – z2| 
[image: image33.wmf]£
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Αν οι εικόνες δυο μιγαδικών z1, z2 ανήκουν σε διαφορετικούς κύκλους με ακτίνες ρ1, ρ2 και κέντρα Κ, Λ αντίστοιχα και (ΚΛ) > ρ1+ρ2 τότε                                                              max|z1 – z2| = (KΛ) + ρ1+ρ2 = (AΔ)  και                                                         min|z1 – z2| = (KΛ) - ρ1 - ρ2 = (ΒΓ)  
ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ ΚΑΙ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Έστω οι μιγαδικοί z = α + βi και w = γ + δi και οι αντίστοιχες διανυσματικές ακτίνες τους 
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Ως γνωστόν 
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Τότε 
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επίσης 
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και 
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Γνεσούλης Θανάσης  1ο Γενικό Λύκειο Χανίων 
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